

Ρυθμός μεταβολής
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:   Ρυθμός Μεταβολής 
 Ρυθμό μεταβολής μιας συνάρτησης y=f(x) ως προς x στο σημείο x=x0 ονομάζουμε την παράγωγο :
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που φανερώνει πόσο γρήγορα μεταβάλλεται το f ανά μονάδα του x.
· ταχύτητα  υ(t) ονομάζεται ο ρυθμός μεταβολής της θέσης x(t) ως προς τον χρόνο t και φανερώνει πόσο γρήγορα αλλάζει η θέση του σώματος ανά μονάδα χρόνου:
υ(t) = x’(t)
· επιτάχυνση α(t) ονομάζεται ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας υ(t)  ως προς τον χρόνο t και φανερώνει πόσο γρήγορα μεταβάλλεται η ταχύτητα ως συνάρτηση του χρόνου :
α(t) = υ’(t) = x’’(t)

Πρόσημο
· Θετικός ρυθμός μεταβολής ( f’(x0) > 0 ) σημαίνει αύξηση
· Αρνητικός ρυθμός μεταβολής ( f’(x0) < 0 ) σημαίνει μείωση
· Μηδενικός ρυθμός μεταβολής ( f’(x0) = 0 ) σημαίνει στασιμότητα
Στην Οικονομία 

Κ(x): συνάρτηση κόστους της ποσότητας x του παραγόμενου προϊόντος
Ε(x): συνάρτηση είσπραξης της ποσότητας x του παραγόμενου προϊόντος

P(x) = Ε(x) – K(x): συνάρτηση κέρδους της ποσότητας x του παραγόμενου προϊόντος

Μέσο κόστος Κμ(x)=
[image: image3.wmf]Κ(x)
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Μέση Είσπραξη Εμ(x)=
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Μέσο κέρδος Pμ(x)=
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Οριακό κόστος Κ’μ(x)=
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Οριακή Είσπραξη Ε’μ(x)=
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Οριακό κέρδος P’μ(x)=
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Ο ρυθμός μεταβολής του αντίστοιχου μεγέθους φανερώνει την τάση μεταβολής του μεγέθους όταν μεταβάλλεται η παραγωγή
Μεθοδολογία
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Χρήσιμοι τύποι
L = 2(π(R



( Μήκος κύκλου )

S = R(θ



( Μήκος τόξου ίσου με θ rad )

E = π(R2 



( Εμβαδόν κύκλου)

Ε = 
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( Εμβαδόν κυκλικού τομέα με τόξο θ rad)
E = 6(α2



( Επιφάνεια κύβου ακμής α)

V = α3 



( Όγκος κύβου ακμής α )

V = α(β(γ



( Όγκος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου ) 

Ε = 2π(R2 + 2π(R(υ

( Εμβαδόν κυλίνδρου )

V = π(R2υ



( Όγκος κυλίνδρου )

E = π(R(λ + π(R2


( Εμβαδόν κώνου )

V = 
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( Όγκος κώνου )

Ε = 4π(R2 



( Εμβαδόν σφαίρας )

V = 
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( Όγκος σφαίρας )

V = 
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( Όγκος Πυραμίδας ) 
Ασκήσεις 

1.
Αν  x(t) = 2t3 -18t2 +48t – 12 είναι η εξίσωση κίνησης ενός κινητού που κινείται ευθύγραμμα να βρεθεί:


α) η αρχική ταχύτητα του κινητού,


β) η ταχύτητα του όταν t=1, t=2,


γ) η επιτάχυνση του κινητού όταν t=3 και t=4,

δ) το διάστημα στο πρώτο δευτερόλεπτο της κίνησής του.

2.
Ένα αντικείμενο εκτοξεύεται κατακόρυφα προς τα πάνω με αρχική ταχύτητα υ0 m/sec. Το ύψος του δίνεται από τη συνάρτηση h(t)=υ0t-16t2,  

α) Ποια πρέπει να είναι η αρχική ταχύτητα ώστε το σώμα να ανέβει σε μέγιστο ύψος 49 m;


β) Αν υ0=160 m/sec, να βρεθεί πόσο ψηλά μπορεί να φθάσει το σώμα;


γ) Πόσο γρήγορα κινείται το σώμα όταν βρίσκεται 256 m πάνω από το έδαφος κινούμενη προς τα πάνω και πόσο γρήγορα κινείται όταν βρίσκεται στο ίδιο ύψος κινούμενη προς τα κάτω;


δ) Πόσο χρόνο χρειάστηκε το σώμα να φθάσει στο μισό του μέγιστου ύψους;

3.
Το διάστημα  x σε m που διανύει ένα κινητό δίνεται από τον τύπο x(t)=αt2 + βt +5. Να βρείτε τα α, β, αν τη χρονική στιγμή t=2, η ταχύτητα του κινητού είναι 4 m/sec και η επιτάχυνσή του 3 m/sec2.
4.
Ο όγκος νερού σε μια δεξαμενή  t λεπτά από τη στιγμή που  άρχισε να αδειάζει είναι  V = 100( t – 5 )2  m3.

α) Ποιος  είναι ο ρυθμός με τον οποίο αδειάζει η δεξαμενή στο τέλος του πέμπτου λεπτού;


β) Ποιος είναι ο μέσος ρυθμός με τον οποίο αδειάζει η δεξαμενή στο τέλος του πέμπτου λεπτού;


γ) Ποιος είναι ο μέσος ρυθμός με τον οποίο αδειάζει η δεξαμενή κατά τη διάρκεια του πέμπτου λεπτού;

5.
Σε μια συγκεκριμένη στιγμή t0 η ακμή ενός κύβου είναι 5 cm και ο όγκος του αυξάνεται κατά 2 cm3/min. Ποιος είναι ο ρυθμός μεταβολής της επιφάνειας του κύβου;

6.
Σε ορθογώνιο σταθερού εμβαδού Ε = 80 m2 το μήκος του x αυξάνει με ρυθμό 2 m/sec και το πλάτος του y ελαττώνεται. Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής  της περιμέτρου όταν το x = 10 cm.

7.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με βάση ΒΓ=10 cm και ύψος ΑΔ = 8 cm. Εγγράφουμε ορθογώνιο ΚΛΜΝ με την πλευρά ΚΛ πάνω στη βάση ΒΓ και τις κορυφές Μ, Ν στις πλευρές ΑΓ, ΑΒ αντίστοιχα. Το ύψος είναι ΝΚ=x και το πλάτος ΝΜ=y. Αν το ύψος αυξάνεται να βρεθεί πότε το εμβαδόν του ορθογωνίου αυξάνεται και πότε ελαττώνεται.

8.
Αν η ακτίνα  r  μιας σφαίρας αυξάνεται με ρυθμό 1/(10π)  m/sec να βρεθούν :

α) Ο ρυθμός μεταβολής της επιφάνειας της σφαίρας Ε, κατά τη χρονική στιγμή t0 , που η ακτίνα της r είναι ίση με 4 m.

β) Ο ρυθμός μεταβολής του όγκου V της σφαίρας κατά τη παραπάνω χρονική στιγμή. 

9.
Ένα σφαιρικό μπαλόνι φουσκώνεται έτσι ώστε ο όγκος του να μεταβάλλεται με ρυθμό 3 cm3/sec. Ποιος είναι ο ρυθμός μεταβολής της διαμέτρου του μπαλονιού όταν η ακτίνα του είναι r=1 cm;
10.
Ένα σφαιρικό μπαλόνι ξεφουσκώνεται έτσι ώστε ο όγκος του να μεταβάλλεται με ρυθμό 15 cm/sec. Ποιος είναι ο ρυθμός μεταβολής της ποσότητας του αέρα του μπαλονιού όταν η ακτίνα του είναι r=9 cm;
11.
Με την έναρξη ενός ποδοσφαιρικού αγώνα, η μπάλα αρχίζει να χάνει αέρα και η ακτίνα της r μειώνεται με την πάροδο του χρόνου t σε min σύμφωνα με τον τύπο r(t) = 10 - 
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Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του όγκου V της μπάλας κατά το 4ο λεπτό μετά την έναρξη του αγώνα.

12. Ένα πλοίο Α περνά από μια σημαδούρα στις 12:00 μ.μ. και συνεχίζει το ταξίδι του βόρεια με σταθερή ταχύτητα 6 Km/h. Το πλοίο Β ταξιδεύει ανατολικά με σταθερή ταχύτητα 9 Km/h και περνά από την ίδια σημαδούρα στις 1:00 μ.μ. και συνεχίζει ανατολικά. Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής με τον οποίο αυξάνεται η απόσταση των δύο πλοίων στις 2:00 μ.μ. της ίδιας μέρας.
13. Δύο υλικά σημεία Α και Β απομακρύνονται από την αρχή Ο ενός ορθοκανονικού συστήματος αναφοράς πάνω στους ημιάξονες Οχ και Oy αντίστοιχα με συναρτήσεις θέσεων x(t) = t2 + 1 και y(t) =
[image: image14.wmf]t

. Να βρεθεί ο ρυθμός αύξησης του μήκους ΑΒ ως προς το χρόνο, κατά τη χρονική στιγμή t0=2 sec.
14. Δύο υλικά σημεία κινούνται πάνω στους ημιάξονες Οχ και Οy ως εξής: Το σημείο Α πλησιάζει την αρχή Ο με ταχύτητα 9 m/sec, ενώ το σημείο Β απομακρύνεται από την αρχή Ο με ταχύτητα 10 m/sec. Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής της μεταξύ τους απόστασης ΑΒ κατά τη χρονική στιγμή που οι αποστάσεις από την αρχή Ο είναι ΟΑ = 80 m και ΟΒ = 60 m αντίστοιχα.

15.
 Ένας προβολέας Π είναι τοποθετημένος στο έδαφος και σε απόσταση ΟΠ=100 m από ένα τοίχο. Αν ένας άνθρωπος ύψους 2 m κινείται προς τον προβολέα με ταχύτητα 3 m/sec, να βρεθεί πόσο γρήγορα μεγαλώνει η σκιά του ΟΣ πάνω στον τοίχο τη στιγμή που η απόστασή του από τον τοίχο είναι ΟΑ=40 m.
16.
Ένας άνδρας ύψους 2 m βαδίζει με σταθερή ταχύτητα 5 m/sec και απομακρύνεται από μια λάμπα που βρίσκεται σε ύψος 15 m πάνω από το οριζόντιο επίπεδο. Να βρεθεί :


α) Ο ρυθμός μεταβολής της σκιάς του ως προς το χρόνο t.


β) Ο ρυθμός μεταβολής της γωνίας ως προς το χρόνο που σχηματίζει η λάμπα με τα πόδια του άνδρα τη χρονική στιγμή που απέχει από τη λάμπα απόσταση 15 m.

17.
Μια λάμπα βρίσκεται στην κορυφή ενός στύλου που έχει ύψος 30 m και απέχει 40 m από ένα κατακόρυφο τοίχο. Μια μπάλα αφήνεται να πέσει από ένα σημείο που βρίσκεται ανάμεσα στον τοίχο και τη λάμπα, στο ίδιο ύψος με τη λάμπα και το οποίο απέχει από αυτήν απόσταση 10 m. Αν το διάστημα που απέχει η μπάλα είναι x(t) = 2t2 ( t σε sec ), να βρείτε την ταχύτητα της σκιάς της μπάλας κατά τις χρονικές στιγμές t=0.5 sec  και t=3 sec.
18.
Σημείο Μ κινείται πάνω σε κύκλο x2+y2 = 25. Αν ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του Μ είναι 4 cm/sec να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης y τη χρονική στιγμή που το Μ βρίσκεται στη θέση ( 3, 4).
19.
Ένα σημείο Μ κινείται πάνω στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = 
[image: image15.wmf]x

 και η τετμημένη του μεταβάλλεται με ρυθμό 4 cm/sec. Όταν η τετμημένη του σημείου Μ είναι x = 3 να βρεθεί :


α) Ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης του Μ


β) Ο ρυθμός μεταβολής της απόστασης του Μ από το σημείο Α(2,0)


γ) Ο ρυθμός μεταβολής της γωνίας κλίσεως που διέρχεται από τα σημεία Μ και Α την ίδια χρονική στιγμή.

 20.
Σημείο Μ κινείται στην παραβολή f(x) = 2x2 ( x>0 ). Αν ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης είναι 3 cm/sec τη στιγμή που η απόσταση του σημείου Μ από την αρχή των αξόνων είναι ΟΜ = 
[image: image16.wmf]68

 cm να βρεθεί :

α) ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης 


β) ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού του ορθογωνίου που έχει τις δύο πλευρές του στους άξονες Οx και Oy και διαγώνιο την ΟΜ.


γ) ο ρυθμός μεταβολής της γωνίας 
[image: image17.wmf]θΜΟy

ÙÙ

=



δ) το σημείο όπου οι ρυθμοί μεταβολής των συντεταγμένων του σημείου Μ είναι ίσοι.

21.
Το εβδομαδιαίο κόστος παραγωγής x μονάδων ενός προϊόντος είναι K(x) = 2x2 – 50x και η είσπραξη E(x) = x2 -30x +40. Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους αν πωληθούν 5, 10 και 15 προϊόντα την εβδομάδα.

22.
Το συνολικό κόστος x μονάδων ενός προϊόντος είναι K(x)=30x2 -1000x - 50 και η συνολική είσπραξη Ε(x)=2x3 -60x2 +200x +100 σε χιλιάδες ευρώ. Να βρεθεί ο αριθμός των μονάδων του προϊόντος που πρέπει να παραχθεί ώστε να έχουμε θετικό ρυθμό μεταβολής του κέρδους ( κερδοφόρα επιχείρηση ).

23.
Η αξία ενός γραμματοσήμου εκτιμάται ότι θα είναι Α(t)=
[image: image18.wmf]5t
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 ευρώ μετά από t χρόνια. Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής της αξίας του μετά από 25 χρόνια.

24.
Το πλήθος των πελατών που εξυπηρετεί μια τράπεζα σε χρόνο t min είναι :   
[image: image19.wmf]2
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α) Να βρεθεί η ταχύτητα εξυπηρέτησης των πελατών από την τράπεζα για t=5 min.


β) Υπάρχει περίπτωση να μειωθεί με την πάροδο του χρόνου η ταχύτητα εξυπηρέτησης των πελατών;     

25.
Όταν ο ήλιος δύει η γωνία που σχηματίζουν οι ακτίνες του με το έδαφος μειώνεται με ρυθμό 0,25 rad/sec. Να βρεθεί ο ρυθμός αύξησης της σκιάς ενός δέντρου ύψους 20 m τη στιγμή που η γωνία των ακτινών του είναι 300.
26.
Σε έναν τοίχο που έχει κλίση 1200 με το οριζόντιο έδαφος ακουμπάει μια σκάλα μήκους 10 m. Αν τη χρονική στιγμή t0 το κάτω μέρος της σκάλας μετακινηθεί οριζόντια προς τον τοίχο με ρυθμό 1 m/min να βρεθεί :


α) Πόσο γρήγορα θα μετακινηθεί το πάνω μέρος της σκάλας όταν το κάτω μέρος απέχει από τη βάση του τοίχου 4 m;


β) Ποιος είναι ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού την ίδια χρονική στιγμή;


γ) Ποιος είναι ο ρυθμός μεταβολής της γωνίας θ που η σχηματίζει η σκάλα με το οριζόντιο έδαφος ;
1ο 	Κάνουμε ένα σχήμα ( αν είναι εύκολο ).


2ο	Τοποθετούμε με μεταβλητές τα μεγέθη που μας ενδιαφέρουν.


3ο	Σχηματίζουμε την εξίσωση που συνδέει τις μεταβλητές.


4ο     	Παραγωγίζουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης ως προς την κατάλληλη μεταβλητή.


5ο  	Επιλύουμε την τελευταία εξίσωση ως προς τον ζητούμενο ρυθμό μεταβολής.


6ο 	Αν ζητείται ο ρυθμός μεταβολής μια συγκεκριμένη χρονική στιγμή, τότε θέτουμε στον τελικό τύπο τις τιμές που παίρνουν οι μεταβλητές τη δεδομένη χρονική στιγμή και βρίσκουμε το αριθμητικό αποτέλεσμα.





Αν δίνεται ότι μια ποσότητα f αυξάνεται ή μειώνεται με ρυθμό α>0 τότε :


� EMBED Equation.DSMT4  ���	ή 	� EMBED Equation.DSMT4  ���    
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